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Diagrammatik in Mathematik und Musik

Martin Brunner, Alpen-Adria-Universitat Klagenfurt

Summary. This article compares diagrams and the so-called diagrammatic thinking in
mathematics and music. Differences in the use of signs and in the formation of meaning
are made visible.

Zusammenfassung. Im vorliegenden Aufsatz werden Diagramme und das sogenannte
diagrammatische Denken in Mathematik und Musik miteinander verglichen. Es werden
dabei Unterschiede im Zeichengebrauch und in der Bedeutungsbildung sichtbar gemacht.

1. Einleitung

Im vorliegenden Artikel werden diagrammatische Téatigkeiten in den Berei-
chen Mathematik und Musik miteinander verglichen. Der Begriff ,Diagram-
matik“ steht dabei fur das Zusammenwirken der Konzepte ,,Diagramm® und
,Diagrammatisches Denken®. Beide Konzepte gehen auf den amerikani-
schen Philosophen und Mathematiker Charles Sanders Peirce (1839—1914)
zuruck. Durch den angefliihrten Vergleich werden Gemeinsamkeiten und
Unterschiede im Hinblick auf die verwendeten Zeichen (Inskriptionen, akus-
tische Zeichen), Zeichensysteme und Zeichentétigkeiten in beiden Berei-
chen sichtbar gemacht, wodurch wiederum Ruickschlisse auf Eigenheiten
der Bedeutungsbildung gezogen werden kénnen. Indirekt geht es dabei
auch um die haufig behauptete Verwandtschaft von Mathematik und Musik.

Bei der angefihrten Untersuchung wird eine spezielle Perspektive bezo-
gen: Es wird ausschlieBlich komponierte und klassische Musik betrachtet.
Die Konzepte ,Diagramm*“ und ,Diagrammatisches Denken® werden mit
dem Bedeutungsbegriff des dsterreichischen Philosophen Ludwig Wittgen-
stein (1889-1951) verbunden. Die Symbiose der angeflihrten Begriffe von
Peirce und Wittgenstein erlaubt eine nichtreferentielle Sicht auf Zeichenta-
tigkeiten und Bedeutungskonstruktion. Eine wesentliche Intention des vor-
liegenden Artikels ist es auch, diese spezielle Betrachtungsweise (Symbi-
ose aus Konzepten von Peirce und Wittgenstein) als taugliches semioti-
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sches Analysemittel vorzustellen. Der nachfolgend angefihrte Einfihrungs-
teil in die Betrachtungsgrundlagen ist daher etwas ausfihrlicher gestaltet.

2. Betrachtungsgrundlagen

Die angefuhrte spezielle Perspektive auf Zeichen und Bedeutungskonstruk-
tion erfordert eine eingehende Darstellung. Wie erwéhnt, wird im Folgenden
das Konzept des Diagramms nach Peirce mit dem Bedeutungsbegriff nach
Wittgenstein verbunden. Zunéchst zum Bedeutungsbegriff nach Wittgenstein:
Nach Wittgenstein haben Wérter, Satze und generell Zeichen keine Bedeu-
tung an sich. Die Bedeutung eines Wortes ist etwa durch seine Rolle im
Sprachspiel bestimmt. Mit Rolle ist die Art und Weise gemeint, nach welcher
im Sprachspiel mit dem Wort kalkuliert wird, nach welchen Regeln also das
Wort gebraucht wird. Die dabei geltenden Verwendungsregeln sind durch
das Sprachspiel bestimmt. Wittgenstein (1984a: 67) schreibt:

Ich sagte, die Bedeutung eines Wortes sei die Rolle, die es im Kalkll der Sprache
spiele. (Ich verglich es mit einem Stein im Schachspiel.) Und denken wir nun daran,
wie mit einem Wort, sagen wir z. B. ,rot“ kalkuliert wird. Es wird angegeben, an wel-
chem Ort sich die Farbe befindet, welche Form, welche GroRe der Fleck oder der
Kérper hat, der die Farbe tragt, ob sie rein oder mit anderen vermischt, dunkler oder
heller ist, gleich bleibt oder wechselt, etc. etc. Es werden Schllisse aus den Satzen
gezogen, sie werden in Abbildungen, in Handlungen ubersetzt, es wird gezeichnet,
gemessen und gerechnet.

Die Bedeutung eines Satzes resultiert aus dem Zusammenwirken einzel-
ner Worter und der daraus resultierenden Spielstellung. Wittgenstein (1984a:
172) schreibt: ,Es gibt auch keinen alleinstehenden Satz. Denn was ich
,Satz‘ nenne ist eine Spielstellung in einer Sprache.”

Wittgenstein definiert selbst nicht, was er als Sprachspiel versteht. ,Er
gebraucht das Wort, indem er Beispiele anfuhrt und den Umgang mit ihm
beschreibt. Auf diese Weise verleiht er ihm Bedeutung® (Meyer 2010: 59-60).
Wittgenstein (2003: 26) gibt eine Vielzahl von Beispielen fur Sprachspiele
wie etwa: ,Beschreiben eines Gegenstands nach dem Aussehen, oder nach
Messungen®, ,Herstellen eines Gegenstands nach einer Beschreibung
(Zeichnung)*, ,Uber den Hergang Vermutungen anstellen®, ,,Ein angewand-
tes Rechenexempel 16sen”. Trotz der Verwendung des Wortes ,Spiel“ im
Zusammenhang mit Mathematik ist Wittgenstein (1978: 171) aber nicht der
Meinung, dass Mathematik in jeder Hinsicht ein Spiel ist:

Es ist sehr oft behauptet worden, die Mathematik sei ein Spiel, dem Schach ver-
gleichbar. In einem Sinne ist diese Behauptung offensichtlich falsch: die Mathema-
tik ist kein Spiel in der gewdhnlichen Bedeutung dieses Wortes. In einem anderen
Sinn ist sie offensichtlich wahr: es gibt eine gewisse Ahnlichkeit. Nun sollte man aber
nicht Partei ergreifen, sondern vielmehr eine Untersuchung anstellen. Manchmal ist
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es eben nitzlich, die Mathematik mit einem Spiel zu vergleichen, und manchmal ist
es irreflhrend.

Wittgenstein (2003: 56) sieht aber ,,Familiendhnlichkeiten®, welche speziell
im Zusammenhang mit dem Regelcharakter und der Bedeutungskonstitu-
tion wirksam sind. Die Bedeutung nonphonetischer Inskriptionen ist im
Wittgenstein’schen Sinne ebenfalls durch deren Gebrauch bestimmt. Auch
sie haben keine Bedeutung an sich. Eine Wellenlinie kann etwa als Zeichen
fur ,, Trennung von oben-unten®, ,auf und ab“, ,Vagheit®, ,Bewegung®, ,Wel-
len®, ,Wasser usw. gebraucht werden. Man kann sie aber mithilfe entspre-
chender Regeln auch als ,Sinus-“ oder ,,Cosinusfunktion“ verwenden.

Im Zusammenhang mit Musik kann der Begriff ,Sprachspiel“ auf &hnliche
Weise verwendet werden. In Anwendung des Wittgenstein’schen Bedeu-
tungsbegriffs haben wiederum akustische und inskriptionale Zeichen keine
Bedeutung an sich. Ein einzelner Ton kann etwa als akustisches Zeichen
Bedeutung erhalten, indem man ihn als Beginn bzw. Ende einer Pause, als
Signal einer Gefahr oder als liegenbleibender Ton in einem Musikstuck, als
sogenannter Orgelpunkt, sogar als Zeichen fir ,unendlich® gebraucht. Er
kann im Zusammenhang mit Strukturen der Musik aber auch zur Bekréfti-
gung oder Durchbrechung von Hérgewohnheiten bzw. Hérerwartungen ein-
gesetzt werden. Auch auf Téne aufbauende Strukturen wie etwa Tonleitern,
Motive, Melodien oder harmonische Muster haben nach der Wittgenstein'schen
Betrachtungsweise keine Bedeutung an sich. Auch hier kann Bedeutung so
gesehen werden, dass sie aus einem von den Komponierenden intendier-
ten oder aufgrund von Traditionen etablierten Gebrauch der Zeichen resul-
tiert. Ebenso kann Bedeutungsbildung beim aktiven, verstehenden Héren
als strukturierender Prozess gesehen werden, bei welchem akustische Zei-
chen nach erworbenen Mustern vom Rezipienten verwendet werden. Aqui-
valent zum Begriff ,,Sprachspiel” wird im Folgenden der Begriff ,Zeichenspiel”
verwendet. Auch dieser Begriff geht auf Wittgenstein zurtick (vgl. etwa Witt-
genstein 1984b: 257). Er ist an sein Sprachspiel angelehnt.

2.1 Diagramme

Zentral fir die nachfolgend angefiihrten Uberlegungen ist der Begriff des
Diagramms. Die Sicht auf Zeichen und damit auch auf Diagramme kann
generell referentiell oder nichtreferentiell sein. Im Falle einer referentiellen
Betrachtungsweise sind Zeichen Bezeichner — sie reprasentieren Objekte.
In der Mathematik sind dies abstrakte Objekte. Sie entziehen sich unserer
Wahrnehmung. Demgegeniiber sind im Falle einer nichtreferentiellen Sicht
die Zeichen selbst das Betrachtete. Ihre Bedeutung entsteht nach der
Wittgenstein’schen Sicht durch deren regelkonformen Gebrauch. Obwohl
Peirce nach seiner Zeichentriade eher eine referentielle Sicht auf Zeichen
einnimmt — sie reprasentieren Objekte — weist er darauf hin, dass bei so
genannten lkonen und damit auch bei Diagrammen (Diagramme sind nach
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Peirce spezielle Ikone) das Objekt rein fiktiv sein kann (Hoffmann 2005:
56). Damit ist speziell bei Diagrammen auch eine nichtreferentielle Betrach-
tungsweise mit der Peirce’schen Sicht vereinbar.

Im Folgenden wird eine derartige Perspektive bezogen: die Bedeutung
der Diagramme und der Zeichen allgemein resultiert aus deren Gebrauch.
Diagramme sind in diesem Sinne regeldominierte Sprach- bzw. Zeichenspie-
le. Geht es um Wérter, Satze, Sprache oder akustische Zeichen, so werden
sie im Folgenden als Sprachspiele, geht es um Inskriptionen, eher als Zei-
chenspiele gesehen. Der Begriff ,Diagramm® selbst kann hier nur kurz ange-
rissen werden. Ausflhrliche Erlduterungen finden sich etwa bei Hoffmann
(2005) oder Stjernfelt (2007). Dem Wittgenstein’schen Bedeutungsbegriff
entsprechend sind, wie eben ausgefihrt, mathematische oder musikalische
Inskriptionen bzw. akustische Zeichen nicht von vornherein Diagramme, sie
werden es erst durch deren regelkonformen Gebrauch. Damit Zeichen der
Mathematik und solche der Musik zu Diagrammen werden, muss man sie
entsprechend der Peirce’schen Sicht als Indexe, Ikone, Symbole bzw. Typen
zu verwenden imstande sein. Dies soll nun an konkreten Beispielen erlau-
tert werden:

o) .
4 Sre——— ] !' ~ ﬁ =
1+2+3+...+(n—-1)+n % 5‘ ;' . -

Abb. 1: Beispiele fir Diagramme in Mathematik und Musik.

Mit dem Begriff ,Index” macht Peirce auf die Funktion des Zeigens auf-
merksam. Der Index soll nach Peirce (Hoffmann 2005: 55) die Aufmerk-
samkeit auf etwas lenken. Er zeigt, ohne etwas Inhaltliches zu behaupten.
Zudem ,behauptet” er, dass das existiert, was er indiziert. Im Zusammen-
hang mit den angeflihrten Inskriptionen (Abb. 1) bedeutet dies etwa, dass
man in der Lage sein muss, diese mit Bekanntem zu verbinden. Bei der
mathematischen Inskription etwa mit dem Dezimalsystem, dem Stellen-
wertsystem oder den natirlichen Zahlen. Beim Beispiel der Musiknotation
zum Beispiel mit akustischen Erflllungsgegenstanden (d.h. mit den zuge-
ordneten akustischen Zeichen) oder dem Regelsystem der Durtonleiter.
Nach Goodman (1997) sind Notate Erfullungsgegenstédnden zugeord-
net. Beispiel: Das Klangereignis der Inskription a‘ ist dessen auditiver
Erflllungsgegenstand. Bei Peirce ist ein Diagramm des Weiteren ein spe-
zielles Ikon, was nach Dérfler (2006: 209) v.a. bedeutet, dass mit einem
Diagramm Relationen ausgedriickt oder gezeigt werden. Bei den ange-
fuhrten mathematischen Inskriptionen (Abb. 1) muss man etwa Beziehun-
gen zwischen den Zahlzeichen herstellen, die angefihrten syntaktischen
Zeichen regelkonform verwenden oder ,n“ als Variable gebrauchen kon-
nen. Entsprechend muss man beim angefiihrten Musiknotationsbeispiel
die Relationen der Tonhéhen herzustellen imstande sein, dies sowohl
skriptural als auch akustisch. Damit Zeichen zu Diagrammen werden,
muss man darlber hinaus in der Lage sein, sie symbolisch, d.h. nach
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Peirce (Hoffmann 2005: 56) per GesetzmaBigkeit und per Gewohnheit zu
gebrauchen. Dies bedeutet hauptséachlich, dass man grof3e Vertrautheit
mit dem Gebrauch der entsprechenden Zeichen nach Regeln aufgebaut
haben muss.

Eine besondere Herausforderung stellt der Gebrauch der Zeichen als
Typen dar. Dabei geht es sowohl in der Mathematik als auch in der Musik
einmal um die typographische Verwendung der Zeichen. Die typographi-
sche Verwendung der Inskriptionen erfolgt nach Schreibregeln. Beispiel fur
einen Schreibtyp des Alphabets: a, a, a, a, a, a usw. Die flr die Zuordnung
der infrage kommenden Elemente zu Schreibtypen (Klassen) erforderliche
Herstellung von Beziehungen kann etwa mithilfe von Prototypentheorien
beschrieben werden (vgl. etwa Rosch 1975 oder Lakoff 1987). Ein Proto-
typ ist dabei ein beispielhaftes Exemplar seiner Klasse. Ein Element wird
nach den angefiihrten Theorien als Mitglied einer Klasse gesehen, wenn
es dem Prototyp dieser Klasse &hnlicher als dem Prototyp einer anderen
Klasse ist. Fur Kramer (2009: 101) geht es bei der Identifikation von empi-
risch vorkommenden Inskriptionen als Verkdrperung eines generellen Typus
um eine Wiedererkennungsleistung, die auf der Vernachlassigung von
Aspekten der sinnlichen Erscheinung beruht.

In der Mathematik sind die verwendeten Inskriptionen nicht immer syn-
taktisch disjunkt. Dort, wo ,gleiche” Inskriptionen verwendet werden, ergibt
sich die semantische Disjunktivitat aber aus dem Kontext. Nehmen wir zum
Beispiel die Inskription o (Beispiel von Stjernfelt 2007: 96). Sie kann als Inskrip-
tion des Typs ,Kreis“ oder des Typs ,runde Scheibe“ (das Innere beinhaltend)
oder des Typs ,rundes Loch® (das Innere nicht beinhaltend) oder des Typs
.Kegelschnitt* oder des Typs ,Jordankurve® usw. gelesen werden. Goodman
(1997: 173) weist fur die Musiknotation die syntaktische Disjunktivitat nach
und konstatiert auch aufgrund der endlichen Differenzierbarkeit (man beno-
tigt beispielsweise héchstens 4 oder 5 bei den Fahnchen der Notenzeichen),
dass Partituren wirklich eine ,Sprache”im Sinne Goodmans sind. In der Musik
gibt es auch eine typoakustische Wahrnehmungsebene. Die skripturalen und
die akustischen Zeichen sind im Zusammenhang mit der Notenschrift im Hin-
blick auf Parameter wie Tonhdéhe oder Tonldnge zumindest nach dem situa-
tiven Gebrauch einander fest zugeordnet und unterscheidbar. Betrachten wir
als Beispiel die Unterscheidung der Tonhdéhen: Aufgrund des verwendeten
Referenztons a‘ und der zugrunde gelegten Stimmung (heute meist die
gleichmaBig temperierte Stimmung) ergeben sich Frequenzklassen, die
als richtig intonierte Tonhéhen gelten. AuBBerhalb dieser Frequenzbereiche
werden die Tonhdhen als falsch intoniert gewertet. Die eigentliche Typbil-
dung geht aber Uber die rein typografische und typoakustische Wahrneh-
mungsebene weit hinaus. In Anlehnung an Brunner (2013) werden im Fol-
genden Typen als Aquivalenzklassen gesehen, welche Uber Inskriptionen
bzw. akustische Zeichen im Hinblick auf deren Gebrauch gebildet werden.
So ,werden“ etwa unterschiedliche Inskriptionen wie die angefluihrten (Abb.
2) zu komplexen Zahlen oder zu Dreiecken durch deren regelkonformen
Gebrauch.
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Abb. 2: Die angefuhrten Inskriptionen gehé-
ren im Hinblick auf die Verwendung als ,Kom-
plexe Zahl“ (1.) oder als ,Dreieck” (2.) zur
gleichen Aquivalenzklasse.

Martin Brunner

In diesem Sinne gibt es etwa kein
wahrnehmbares allgemeines Drei-
eck, man kann aber unterschiedliche
schreibregelkonforme Inskriptionen
nach den Regeln eines allgemeinen
Dreiecks verwenden. Analog kann
man auch in der Musik unterschiedli-
che Inskriptionen bzw. akustische Zei-
chen nach gleichen Regeln verwen-
den. Ein Beispiel wére hier etwa die
Durtonleiter (Abb. 3): Unterschiedli-
che Inskriptionen bzw. die entspre-

chenden akustischen Zeichen wer-
! ) I | den nach gleichen Regeln verwendet.
 A— ! Im Hinblick auf die Typbildung
ergibt sich ein erwdhnenswerter
Unterschied zwischen Mathematik
und Musik. Will man mathematische
, Werke ,genieBen“ oder besser, will
man verstandnisméaBigen Zugang zu
mathematischen Werken (Theore-
men, Satzen, Beweisen...) finden,
so muss in man der Lage sein, alle
| relevanten Typen zu bilden. Man muss
also die involvierten Inskriptionen
regelkonform als Typen zu gebrau-
chen imstande sein. Dies bildet die
Basis fur die Entwicklung von struk-
turell-inhaltlichem Verstandnis. Fir
Experten/innen gilt dies auch im Zusammenhang mit musikalischen Wer-
ken. Auch sie mussen zur genannten Typbildung fahig sein, wenn sie Werke
analysieren und in diesem Sinne verstehen wollen. Dies gilt aber nicht gene-
rell. ,Laien” kdnnen musikalische Werke haufig auch dann genie3en, wenn
sie nicht alle Typen bilden kénnen. Es macht hier nichts, wenn sie Musik-
werke nicht analytisch-strukturell ,verstehen® kénnen. Dies dirfte einer der
Grlinde sein, warum Mathematiker/innen ihre Werke (Séatze, Theoreme,
Beweise usw.) in erster Linie fir andere Mathematiker/innen, Komponis-
ten/innen hingegen ihre Werke fur ein breites Publikum und nicht ausschlief3-
lich fir andere Komponisten/innen schreiben. Bedeutungsbildung geschieht
in Musik und Mathematik also auch im Hinblick auf die Typbildung auf unter-
schiedliche Art und Weise. Die Ursachen dieses Phanomens kénnen hier
nicht ergriindet werden. Von Relevanz sind hier moglicherweise wissen-
schaftliche Erkenntnisse wie jene, dass das menschliche Gehirn Musik
ahnlich wie Sprache verarbeitet (vgl. etwa Georgiades 1984; Jentschke und
Kélsch 2007). Im Zusammenhang mit Musik diirfte Bedeutungsbildung auf
unterschiedlichsten Ebenen mdglich sein (z.B. auch rein emotional), wéh-

Abb. 3: Diagramm ,Durtonleiter”.
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rend in der Mathematik Bedeutungsbildung immer ein priméar kognitiver Vor-
gang sein wird.

Es gibt eine Fulle weiterer Verwendungen, durch welche Zeichen zu Dia-
grammen werden. Man muss beispielsweise die entsprechenden Zeichen
als Einheit gebrauchen, sie aber auch zerlegen oder mit anderen Zeichen
kombinieren kdnnen. Beispielsweise kann man das nachfolgend angefihr-
te Thema des 1. Satzes der 5. Sinfonie in zwei Teile (Motiv und Sequenz)
zerlegen. Man kann das Thema aber auch mit anderen Diagrammen (Akkor-
den) kombinieren und es dadurch harmonisieren. Desgleichen kann man
das angefuhrte Dreieck zerlegen. Man kann etwa einzelne Linien als Sei-
ten oder Paare von Linien als Winkel gebrauchen. Durch das Einzeichnen
von Linien etwa als H6hen kann man das Dreieck in rechtwinklige Dreiecke
zerlegen oder durch das Hinzufligen von Linien kann man die Inskription
als Viereck, Funfeck usw. gebrauchen.

\
N1 T f I N =T I
1 I 1

N | ~D D
I
[~4

Abb. 4: Diagramm — Zerlegung und Erweiterung.

Die Diagramme sind also eng miteinander vernetzt. Man kann von Dia-
grammsystemen sprechen. Als Beispiel fir ein Diagrammsystem der Mathe-
matik sei hier das Diagrammsystem ,Stellenwertprinzip“ (Dérfler 2006)
erwahnt.

Ein gravierender Unterschied zwischen Mathematik und Musik besteht
auch im Hinblick auf eine Bedeutungsweise, die hier ,Ausdrucksbedeutung”
genannt wird. Wahrend die Bedeutung einer mathematischen Aussage oder
eines mathematischen Theorems durch die Art der Aussprache (Akzentu-
ierung, Artikulation, Sprachfarbung, Tonfall, Satzmelodik usw.) nicht geén-
dert werden kann, kann der gleichen Musikpassage durch die Ausdrucks-
gebung (Interpretation) véllig unterschiedliche Bedeutung zugeordnet wer-
den. Die Bedeutung der Zeichen kann dadurch gravierend geéndert wer-
den. Es zeigt sich hier eine besondere Verbindung von Musik und Sprache.
Es ist etwa eine Eigenheit von Sprache, dass Bedeutung durch die Zuord-
nung der Ausdrucksbedeutung geéndert werden kann. Beispielsweise kann
durch Anderung der Satzmelodie aus einem Aussagesatz ein Fragesatz
gemacht werden. Der angefuhrte Bedeutungsunterschied zwischen Mathe-
matik und Musik hat Auswirkungen auf die jeweiligen Berufsfelder. Wé&h-
rend es im Zusammenhang mit Musikwerken eine eigene Berufsgruppe,
némlich die der sogenannten interpretierenden Kinstler/innen gibt, die sich
ausschlieBlich mit der Interpretation (also der Zuordnung von Ausdrucks-
bedeutung) befassen, gibt es eine derartige Berufsgruppe in der Mathe-
matik nicht.
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Nach Wittgenstein ist der Gebrauch der Zeichen durch Regeln bestimmt.
Im Sinne von Wittgenstein werden Regeln ,,nicht durch die logische Summe
ihrer Beispiele explizit definiert* (Hoffmann 2007: 1). Hoffmann schreibt
weiter:

Die Regel wird durch eine nicht weiter hintergehbare Ahnlichkeit gegeben, die unter
den zu ihrer Definition angegebenen Beispielen besteht. Diese Ahnlichkeit wird durch
jedes neu hinzukommende Beispiel fortgeschrieben, verengt, verédndert oder auch
erweitert. [...] Das Erlernen von Regeln beinhaltet daher immer zwei Punkte: Einer-
seits die Erkennung ihrer Anwendungskriterien in konkreten Situationen, d. h. die
Subsumption einer Erfahrung unter der jeweiligen Regel. Andererseits die spezi-
fische Fortschreibung, die Veranderung, die Verengung oder Erweiterung der Regel
aufgrund jeder neuen Erfahrung (Hoffmann 2007: 1).

Korrekte Regelanwendung ist im Zusammenhang mit Mathematik nicht
einfach. Man muss beispielsweise wissen, welche Regeln in welchen Ver-
wendungskontexten von Zeichen Uberhaupt Gultigkeit besitzen. Zuséatz-
lich muss man erkennen, welche Anwendungskriterien in einer konkre-
ten Situation die Verwendung einer bestimmten Regel rechtfertigen. Dar-
Uber hinaus ist im Zusammenhang mit Mathematik die Beachtung von
Regeln alleine schon aufgrund der vielen méglichen Beispiele, die alle
zumindest partiell verschiedene Regelverwendung verlangen, nicht ein-
fach. Regeln mussen also sténdig nicht nur fortgeschrieben, sondern auch
verengt oder erweitert werden. Regelanwendung ist zudem selbst nicht
durch eine allgemein glltige Regel beschreibbar. Die Schwierigkeit der
Regelanwendung kann etwa mithilfe eines einfachen Beispiels zur Typu-
bertragung sichtbar gemacht werden: (2-z) /(4-z*)=1/(2+z) ~ (a-c)/(a*-
c)=1/(a+c) ~ (2a-b)/(4a*-b*)=1/(2a+b) ~ (3¢c-2b) /(9c*-4b*)=1/(3c+2b)
~ (4+(-b-c))/(16-(b+c)®)=1/(4+(b+c)) usw. Diese Form der Regellber-
tragung (TypUbertragung) gibt es auch in der Musik. Hier der Typ ,Neapo-
litanischer Sextakkord*:

f ! ﬂ [ | f | | |

(e (e (e

.
»
,

ettt (it (ot

Abb. 5: Neapolitanischer Sextakkord als Typ.

In der Musik ist der Gebrauch der Zeichen v.a. durch die Regeln des jewei-
ligen Kompositionsstils bestimmt (vgl. Abschnitt 3). Insofern miissen sich
Komponisten in den Regelgebrauch des verwendeten Stils einarbeiten —
es gibt Erlaubtes und Unerwiinschtes. Dies galt v.a. bei den relativ homo-
genen Kompositionsstilen friherer Jahrhunderte. Ab dem 20. Jahrhundert
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bestimmen viele Komponisten ihren Kompositionsstil selbst. Die Interpre-
tation der Werke ist Uber weite Strecken ebenfalls regelgeleitet. Sie hangt
u.a.von den Regeln des jeweils verwendeten Interpretationsmodus ab. Es
kommen hier etwa Modi wie der ,historisch-rekonstruktive“, der ,traditio-
nelle” oder der ,aktualisierende Modus® zum Tragen (vgl. Brunner 2009a).
Naturlich erfordert die Interpretation der Werke auch Kreativitat. Sowohl
in Mathematik als auch in Musik ist Regeldurchbrechung im Zusammen-
hang mit der Entwicklung von Neuem bzw. Unvorhersehbarem von Bedeu-
tung. Beispiel: Parallelfihrungen waren im traditionellen Tonsatz verboten.
Spétestens ab dem Impressionismus wurden sie ein legitimes Stimmfuh-
rungsmittel.

3. Zeichensysteme

In der Mathematik formuliert man Verschiedenes haufig in unterschiedli-
chen Zeichensystemen. Hier zwei Beispiele (Abb. 6): links ein Diagramm
des Zeichensystems Geometrie, rechts eines des Zeichensystems Alge-
bra.

20-1 Ay A, 4
(x+2)(x-1)  (x+2)? @ (x+2) (x-1)

2x-1=4;(x — 1) + A,(x+2)(x-1) + A5(x+2)?
2x-1= (A + A3)x% + (A + A, + 443)x +
(=4, — 24, + 445)

2x-1 5 1 1
= +

(x+2)%(x-1)  3(x+2)> 9(x+2) 9(x—1)

Abb. 6: Verschiedenes wird in der Mathematik h&ufig in unterschiedlichen Zeichen-
systemen notiert (Satz von Desargues, erstellt mit GeoGebra nach Hilbert und Cohn-
Vossen 1932, 1996).

Dem gegenlber werden in der Musik (abgesehen von neuen Notations-
formen des 20. Jahrhunderts) sogar dramatisch verschieden klingende
Werke mit dem gleichen Zeichensystem notiert. Hier ein Beispiel (Abb. 7):
Haydns Kopfsatz des D-Dur Streichquartetts (Op. 76, Nr. 5) und Bergs 1.
Satz der Lyrischen Suite klingen vollkommen unterschiedlich, werden aber
mit dem gleichen Zeichensystem notiert.
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Joseph Haydn, Op. 76, N@ 5
(1732-1509)
P

Violino I

Yiolino 1l

Viola

Violoneello 7:_',“‘ -n__

Abb. 7: Dramatisch unterschiedlich klingende Musikstlicke werden mit dem gleichen
Zeichensystem notiert.

Wie kann man sich diesen Unterschied erklaren? Zun&chst zur Musik: Bei
der Musiknotation verwendet man das gleiche Zeichensystem in verschie-
denen Funktionen. Man gebraucht es zunéchst als notationales System.
Ziel eines notationalen Systems ist nach Goodman (1997) die Identifikati-
on eines Werkes von Auffihrung zu Auffihrung. Nach Goodman (1997)
werden nur solche Auffihrungen als Auffihrungen des Werkes gesehen,
welche die Partitur erfillen. Es gilt hier auch folgender Zusammenhang:
Hat man das Notationssystem und eine Auffihrung einer Partitur, dann
|&sst sich die Partitur wiederherstellen (Goodman 1997: 170). Trotz gewis-
ser Einschrankungen sieht Goodman (1997) das Erfordernis der Identifi-
kation eines Werkes durch die Musik-Notation weitgehend erflllt. Good-
man (1997: 174) betrachtet hierflr Kriterien wie die syntaktische und seman-
tische Disjunktivitéat der Inskriptionen sowie der zugehdrigen Erfullungsge-
genstande (vgl. auch Brunner 2009a: 349, 354).

Trotzdem ist die Zuordnung von inskriptionalen Zeichen und akustischen
Zeichen im Zusammenhang mit verschiedensten Parametern nicht eindeu-
tig. Beispielsweise hangt die Umsetzung notierter Rhythmen vom jeweils
gewahlten Metrum und von individuellen Vorlieben (etwa dem inegalen
Spiel) oder die Zuordnung der Tonhéhen vom gewéhlten Referenzton a‘,
von der gewéhlten Grundstimmung und bei manchen Instrumenten mit vari-
abler Tonhéhe von individuellen Praferenzen ab. Einige Musikparameter
wie etwa Dynamik sind Uberhaupt nur vage, d.h., in Relation zueinander
und ohne Normierung geregelt (Brunner 2009a: 361). Dem gegenuber wird
in der Mathematik groBer Wert auf prazise Bedeutungszuordnung gelegt.
Der Zeichengebrauch ist dort genau geregelt. Man verwendet hierfiir eige-
ne Mittel wie etwa Definitionen und ist sehr um semantische Disjunktivitat
und Zeichendékonomie bemuiht (Brunner 2011). Dort, wo gleiche schreib-
regelkonforme Inskriptionen verwendet werden, resultiert die semantische
Disjunktivitat, wie bereits erwéhnt, aus dem Kontext und den verwendeten
Sprechweisen.

Sind nun mathematische Zeichensysteme auch notationale Systeme? In
der Mathematik gibt es keine Auffihrungen.! Es kann sich daher bei den
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verwendeten Zeichensystemen nicht um notationale Systeme im Good-
man’schen Sinn handeln. Hinsichtlich der Funktion der Zeichen gibt es in
der Mathematik einen alten und unlésbaren Konflikt. Es geht hier um Fra-
gen wie: Haben die Zeichen der Mathematik Représentationsfunktion oder
stehen sie fur sich selbst? Wird Mathematik entdeckt oder erfunden? Ist
Mathematik einfach historisch gewachsen oder kommen hierimmerwéhren-
de Wahrheiten zum Vorschein? Derartige Fragen spielen in der Musik so gut
wie keine Rolle. Wahrend Mathematiker/innen im Falle einer referentiellen
Sichtweise glauben, dass verschiedene ,Darstellungen® wie etwa ,a+bi*,
Polarkoordinaten, Gauf3’sche Zahlenebene, Matrizendarstellung oder
Riemann’sche Zahlenkugel ein abstraktes, also sinnlich nicht wahrnehmba-
res Objekt, wie hier etwa jenes der Komplexen Zahlen, reprasentieren, ist
es in der Musik schwer vorstellbar, dass etwa alle komponierten Sinfonien
eine abstrakte, sinnlich nicht wahrnehmbare ideale Sinfonie darstellen.

Eine weitere Funktion der Musiknotation ist deren Verwendung als Auf-
fuhrungssystem. Es wird durch sie der Auffihrungsprozess eines Werkes
geregelt. Viele Eigenheiten der Musiknotation gehen auf diese Funktion
zuruck. So wird etwa bei mehrstimmigen Werken jede der Stimmen héaufig
nicht nur in einer Gesamtpartitur, sondern auch in Einzelstimmen notiert.
Die Notation ist zudem durch die Art der Differenzierung auf schnelle Les-
barkeit ausgerichtet. Man kdnnte ja beispielsweise auch 20 Notenlinien ver-
wenden und sich dadurch die verschiedenen Notenschllissel ersparen. Dies
wurde aber die schnelle Identifikation der Zeichen erschweren. Geubte
Musiker/innen kénnen durch die Ubliche Art der syntaktischen Differenzie-
rung Werke gut ,prima vista“ spielen. Die Musiknotation ist zudem gut fur
die Interpretation der Werke, also fur die Zuordnung der Ausdrucksbedeu-
tung geeignet. Man kann ergdnzende Eintragungen wie Fingerséatze, Atem-
zeichen, ergédnzende dynamische Zeichen usw. anbringen. Das Klangge-
schehen wird darliber hinaus anhand der Partitur gut iberwachbar (etwa
far Dirigenten). Durch die gangige Praxis eines vorgestellten, meist durch-
laufenden Metrums gibt es so etwas wie eine imaginéare Zeitachse. Gleich-
zeitiges wird Ubereinander notiert. Dies ist eine andere Art der Verwendung
der Notation als etwa bei der Analyse der Werke, bei welcher man ja im
Text beliebig vor- und rickwarts schreiten kann. All dies unterscheidet die
Musiknotation von der Mathematiknotation. In der Mathematik gibt es nicht
nur keine Auffihrungen, es gibt keine Stimmen und keine Instrumente. Die
Untersuchung von Gemeinsamkeiten bzw. Unterschieden zwischen elekt-
ronischen Werkzeugen (Taschenrechner, Computer), die in der angewand-
ten Mathematik ,wie” Instrumente gesehen werden kénnen, und Musikin-
strumenten wéare eigens durchzufuhren.

Eine weitere wesentliche Funktion der Musiknotation ist die Verwen-
dung als Diagrammsystem. Wie werden die skripturalen bzw. akustischen
Zeichensysteme der Musik nun aber zu skripturalen bzw. akustischen Dia-
grammsystemen? Das hier erforderliche Regelsystem ist durch den jewei-
ligen Kompositionsstil bestimmt. Durch ihn wird festgelegt, welche Zei-
chen als Diagramme, also als Tonleitern, Akkorde, Akkordverbindungen,
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Harmonisierungen, rhythmische Muster usw. verwendet werden. Wahrend
es in friheren Musikepochen so etwas wie einen dominanten Kompositi-
onsstil gab, kébnnen ab dem 20. Jahrhundert die Kompositionsstile stark
differieren und manchmal sogar von Komponist zu Komponist sehr ver-
schieden sein (Stilpluralismus). Hier ein Beispiel zur Erlduterung der Bedeu-
tung des Kompositionsstils fur die Verwendung der Musiknotation als Dia-
grammsystem: Olivier Messiaen erstellt seine Skalen nach Regeln wie den
folgenden: Er teilt die Okatve zunéchst in gleiche Teile, beim angefiihrten
Beispiel sind es zwei Tritoni, anschlieBend ordnet er jedem dieser Teile
das gleiche Muster zu (Abb. 8). Hier: Halbton — Halbton — kleine Terz (Uber-
maéaBige Sekund) — Halbton.
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O
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Abb. 8: O. Messiaens Vorgangsweise bei der Erstellung der Skalen.

Seine Akkordverbindungen entwirft Messiaen nun haufig so, dass er einen
nach individuellen Gesichtspunkten gewahlten Akkord in der Skala (hier
die oben angefiihrte) verschiebt (Abb. 9). Verschieben bedeutet hier, dass
die Téne so wie in der Skala aufeinanderfolgen (z.B.: des auf c, g auf fis, ¢
auf h, f auf d usw.).

A b

Abb. 9: O. Messiaens Regeln zur Erstellung einer Akkordfolge.

Weitere Gemeinsamkeiten bzw. Unterschiede zwischen Mathematik und
Musik im Hinblick auf den Zeichengebrauch lassen sich anhand typischer
Verwendungsweisen der Mathematik sichtbar machen. Zunéchst zu Dia-
grammwechsel bzw. der Diagrammersetzung: In der Mathematik sind Dia-
grammwechsel, Diagrammersetzungen und Diagrammtransformationen
von groBBer Bedeutung. Es kann beispielsweise ,das Gleiche“ leicht anders
formuliert werden. Verschiedenes gilt so in bestimmter Hinsicht als gleich.
Hier ein einfaches Beispiel: 5=3+2=40:8=17/3-2/3=6,6 —1,6....
Auch viele Beweise und Problemlésungen beruhen auf einer anderen For-
mulierung des Gleichen und geschicktem Diagrammwechsel. Auch dazu
ein einfaches Beispiel (Abb.10).

Mathematik kann generell als notationsgetrieben angesehen werden:
Neue Zeichen bieten neue Mdglichkeiten. Dies ist bereits am sehr einfa-
chen Beispiel der Zahl ,5 (oben) zu erkennen. Die Kombination von Zei-
chen dient in der Mathematik dem Kenntnisgewinn, der Begriffsbildung und
der Problemlésung. Nach Doérfler (2006) dient dabei der Kenntnisgewinn
innermathematisch v.a. der Erweiterung des Wissens tber Diagramme.
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Aus (a + b)? =4 -aT'b + c? (Flachen-
inhalt auf zwei Arten formuliert) folgt
a? + 2ab + b?> = 2ab + ¢* und dar-

aus a + b? = 2.

a3

Abb. 10: Beweis des Satzes von Pythagoras — der Flacheninhalt wird auf verschiedene
Arten formuliert, anschlieBend wird algebraisch geschickt transformiert.

Hier ein Beispiel zur Kombination von Zeichen: Kombiniert man etwa Lini-
en im Sinne eines Koordinatensystems, verwendet man sie also als ortho-
gonal und verwendet man Einheitslangen als 1, so kann man Punkten der
Ebene Koordinaten zuordnen, man kann Aspekte wie etwa Richtung her-
stellen und solchen Aspekten wiederum Zahlen zuordnen. Man kann in der
Folge Linien als Funktionen und mit dem bekannten Grenzibergang Lini-
en als Tangenten gebrauchen. Diese Tangenten kann man wiederum mit-
hilfe der Algebra als ,Steigung der Funktion an einer bestimmten Stelle”
interpretieren. Man hat damit ein neues Diagramm und einen neuen Begriff
entwickelt. Diagramme (Begriffe) wie diese stehen fiir mathematische Kennt-
nisse. Das angefuhrte Diagramm kann auch zur innermathematischen und
deskriptiven Problemldsung eingesetzt werden. Wenn man es so sehen
will, so hat man ein komplexes Diagramm mithilfe einer speziellen Sicht-
weise zu einer neuen Formel komprimiert.

Y1

Yo

0

Abb. 11: Schaffung neuer Diagramme und Begriffe durch die Kombination von mathe-
matischen Zeichen.

Viele Gebiete der Mathematik wie etwa die Analytische Geometrie oder die
Komplexen Zahlen verdanken ihre Entstehung auch der Kombination oder
der Neueinflihrung von Zeichen. Bei den Komplexen Zahlen gilt dies etwa
fur i = V(-1) . Ubergeordnete Diagramme reorganisieren (komprimieren)
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zudem in der Mathematik untergeordnete. Beispiele: Multiplikationen reor-
ganisieren bestimmte Additionen, Potenzen bestimmte Multiplikationen
usw. Derartige Reorganisationen bewirken Zeichenékonomie, Uberblick
und verbesserte operative Handhabbarkeit (vgl. Brunner 2009b, 2011).
Vieles davon ist in der Musik anders. Die musikalischen Werke sind nicht
auf Kenntnisgewinn ausgerichtet und es wére sinnlos, etwa eine Sinfonie
zu einer Formel zu komprimieren. Musikalische Werke dienen zudem nicht
der Lésung deskriptiver Probleme. Sie kénnen aber, wohl nicht auf diesel-
be Weise wie mathematische Werke, auch innerfachlich Probleme formu-
lieren und Lésungen vorschlagen bzw. entwickeln. So exerzieren beispiels-
weise Chopins Oktaven-, Terzen- und Sextenetiden (Op. 25 Nr. 6, 8, 10)
den Einsatz von Doppelgriffpassagen im Hinblick sowohl auf ihre musika-
lischen Ausdrucksmdglichkeiten als auch als technisch-interpretative Her-
ausforderung durch. Wéahrend Begriffe in mathematischen Werken expli-
ziert definiert und entwickelt werden, stehen musikalische Werke meist
nur indirekt mit Begriffen im Zusammenhang. So charakterisiert etwa ein
Begriff wie ,Durchfihrung“ der Sonatensatzform die Entwicklung des in
der Exposition gegebenen Materials (durch Modulation, Rekombination,
motivische Abwandlung usw.). Die Musik entwickelt also auch relativ pra-
zise fassbare Konzepte, die innermusikalisch als Begriffe verstanden wer-
den kénnen. Es stehen aber nicht ganze Werke explizit im Dienste der Ent-
wicklung eines bestimmten Begriffs.

4. Diagramme und Deskription

Eine Fulle von Gemeinsamkeiten und Unterschieden zwischen Mathema-
tik und Musik besteht hinsichtlich der deskriptiven Verwendung der Dia-
gramme. In der Musik verwendet man eine feste Form der Deskription. Es
kénnen zwar verschiedene Regelsysteme, wie etwa verschiedene Stim-
mungen, bei der Umsetzung eines Notentextes angewandt werden, die
skripturalen und die zugeordneten Zeichen (Erfullungsgegenstande) sind
aber nach Wahl der jeweiligen Regelsysteme durch die Interpreten/innen
zumindest situativ fest miteinander verbunden. Dem gegenuber gibt es in
der Mathematik keine feste Deskription. Die mathematischen Diagramme
sind fur verschiedenste deskriptive Verwendungen offen. Sie kénnen viel-
faltig als Modelle fir anderes gebraucht werden. Beispiel: Mithilfe einer
Funktion wie s (f)=3/2 - t?+ cmit v (1) = 3t(m/sec.) und s (0) = 0 kann der
zurickgelegte Weg im Zeitintervall [t,; t,] berechnet werden: w (t;; t,) :ft'f
3tdt=3/2 - (t,—t,?)(m). Diese Funktion kann aber, wie alle Funktionen
und alle Diagramme der Mathematik, in unterschiedlichsten anderen Kon-
texten deskriptiv eingesetzt werden. Sie kann aber auch rein innermathe-
matisch genutzt werden.

Wie steht es nun aber mit der Rolle von Kontexten im Hinblick auf die
Diagrammentwicklung? In der Mathematik stehen haufig innermathemati-
sche Probleme am Anfang der Entwicklung neuer Diagramme. Bei der Ent-
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wicklung der Komplexen Zahlen standen etwa Ergebnisse bei der Lésung
konkreter Gleichungen am Anfang der Entwicklung des Diagramms ,,a+bi“.
Daneben sind aber haufig auch Probleme der sogenannten Realitat bzw.
der Lebenswelt Ausgangspunkt fur die Entwicklung von Modellen und geeig-
neten Diagrammen. In vielen Féllen werden dabei auch bestehende Dia-
gramme vereinheitlicht, kombiniert und restrukturiert (vgl. Brunner 2011).
Als Beispiel kann hier der sogenannte Wiener-Prozess angeflihrt werden.
Ausgangspunkt fir diesen Prozess war die sogenannte ,,Brown’sche Bewe-
gung® (vgl. z.B. Davis und Etheridge 2006). 1827 beobachtete der schotti-
sche Botaniker Robert Brown unter dem Mikroskop, dass Pflanzenpollen
unregelmafige ,Zick-Zack-Bewegungen* ausfiihren. Um ca. 1900 versuch-
te Bachelier mit Hilfe eines solchen Prozesses die Kursbewegungen an der
Pariser Bérse zu analysieren. Einstein (1905) und unabhangig von ihm
Smoluchowski (1906) definierten den Wiener-Prozess in seiner heutigen
Gestalt. Einstein beschéftigt sich in der betreffenden Arbeit mit der ,von der
molekularkinetischen Theorie der Warme geforderte Bewegung von in
ruhenden Flussigkeiten suspendierten Teilchen* (Einstein 1905). In der
Folge gelang es 1923 Wiener durch RestrukturierungsmaBnahmen (z.B.
der Sichtweise als Markov-Prozess, durch stetige Pfade und einen kons-
tanten Erwartungswert) und der Einbeziehung von Hilfsmitteln (z.B. maB3-
theoretische Hilfsmittel von Lebesgue und Borel) den Prozess wahrschein-
lichkeitstheoretisch abzuleiten.

Die Herauslésung des Prozesses aus der realen Ausgangsumgebung
und die damit verbundene Diagrammatisierung des Prozesses als Irrfahrt
erlaubten durch die Loslésung aus der ,metaphorischen Umgebung® die
zielgerichtete Bearbeitung des Problems, die Einbeziehung anderer mathe-
matischer Darstellungsmethoden und Erkenntnisse und in der Folge die
Anwendung der neu entwickelten Formelsprache in ,metaphorischer Umdeu-
tung” in weiteren realen Situationen. Anwendungen in neuen realen Situa-
tionen kdnnen ebenfalls als Restrukturierung gesehen werden. Heute wer-
den Brown’sche Bewegungen und verwandte Prozesse in so gut wie allen
Natur- und Sozialwissenschaften als Hilfsmittel verwendet. Die Brown’sche
Bewegung, der Wiener-Prozess und seine Weiterentwicklungen sind bei-
spielsweise auch bei der Simulation von Aktienkursverlaufen oder der Erfor-
schung von Warteschlangen von Bedeutung. Bei der Entwicklung von der-
art eingesetzten Diagrammen geht es um die Entwicklung von Symbolen,
die fir Wissende per GesetzméaBigkeit und Gewohnheit fur etwas, also
einen bestimmten deskriptiven Kontext stehen.

In der Musik wird die Verwendung der Zeichen als Diagramme auch von
auBermusikalischen deskriptiven Kontexten beeinflusst. Es geht dabei aber
nicht um Problemlésung. Ein Beispiel wére hier die ritualisierte Formulie-
rung von ,Gefuhlen* mithilfe von Affekten. Die Affektenlehre geht auf die
griechische Antike zurlck. Sie besagt, dass Gefiihle wie etwa Freude oder
Trauer musikalisch ausgedriickt und bei den Hérenden hervorgerufen wer-
den kénnen. Sie ist eng mit der Annahme von Gemeinsamkeiten von Spra-
che und Musiksprache (Musica Poetica) verbunden. Es geht dabei einer-
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seits um den ,Affectus” (Geflhl, Zustand, Leidenschaft usw.) und anderer-
seits um ,afficere, affectum® (in einen Zustand versetzen, einstimmen). Die
Affektenlehre spielte in der Musik des Barock und darlber hinaus eine
grof3e Rolle. Komponisten versuchten dabei, gewinschte Affekte beim Pub-
likum auszulésen. Es liegt dabei auch in der Kunst der Interpreten, diese
Affekte entsprechend zur Geltung zu bringen. Die Interpreten sollten sich
hierfir sogar selbst in den entsprechenden Affekt versetzen. Die diagram-
matische Bedeutung des Affekts liegt in seinem Regelcharakter. Beispie-
le: Die Darstellung des ,Erschreckens® wurde etwa durch Unterbrechung
der Melodie (Apokope) regelhaft formuliert. Ein Ausdruck von Trauer war
etwa der absteigende Tetrachord wie etwa beim Lamento ,When | am laid
in earth® aus der Oper ,Dido and Aeneas” von Henry Purcell.?2 Noch Mozart
soll brigens von seinem Vater mit Regeln wie der folgenden vertraut
gemacht worden sein: ,Willst du Freude ausdriicken, so verwende Sprin-
ge (groB3e Intervalle), willst du Trauer ausdricken, so benutze kleine Inter-
valle (v.a. Halbtdne)“. Anweisungen wie die angefihrte haben natdrlich eine
kérperliche Komponente. Ist man traurig, so will man sich im Normalfall
nicht bewegen, man erstarrt. Empfindet man hingegen Freude, so wird man
diese Freude womoglich durch Spriinge ausdrlcken. Im Gegensatz zur
Musik ist es kein Ziel der Mathematik, Geflihle oder innere Zustédnde auf
ritualisierte, regelhafte Art und Weise zu formulieren.

Ein anderer Bereich der Kopplung der regelgeleiteten Ausformung von
Diagrammen und der symbolhaften Belegung dieser ist die sogenannte ,,Pro-
grammmusik®. Der Symbolgehalt erschlief3t sich hier einmal denjenigen, die
das Programm kennen. Es gibt aber auch Werke der Programmmusik, bei
welchen sich die gewlinschte Assoziation alleine aufgrund des Horeindrucks
aufdrangt. Ein Beispiel wére hier etwa die lautmalerische Darstellung von
Vogelgesang etwa bei Vivaldi, Beethoven, Ravel oder Messiaen. Manchmal
kann bei der Entwicklung eines Diagramms der Programmmusik ein mehr-
stufiger Transformationsprozess vermutet werden. Hier ein Beispiel dazu:

Abb. 12: Quelle als Diagramm.

Diese in der Folge weiter aufsteigende Melodie stellt in Vivaldis ,Frihling®
eine Quelle dar. Offensichtlich ist das Vorbild die aufsteigende Wellenlinie
als Symbol von Wellen und Wasser. Dieses figurliche Symbol wurde in ein
relationales Diagramm umgedeutet, welches wiederum symbolisch gedeu-
tet werden kann. Das Aufsteigen kann etwa als ,WeiterflieBen“ oder ,Gro-
Berwerden® interpretiert werden.

Komponisten verwenden immer wieder mathematische Diagramme als
Inspiration fur ihre Kompositionen. Diese mathematischen Diagramme bil-
den dann den relationalen Kern im Zusammenhang mit einem oder mit
mehreren musikalischen Parametern. Ein Beispiel hierfur ist der nachfol-
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gend angefiihrte Anfang des 3. Satzes der Musik fir Saiteninstrumente,
Schlagzeug und Celesta von Bela Bartok. Bartok verwendet hier den Anfang
der Fibonacci-Folge: 1, 1, 2, 3, 5, 8. Der nach dieser Folge komponierte
Rhythmus findet sich im Part des Xylophons. Der benutzte Ausschnitt der
Folge wird gespiegelt. Nimmt man die Pausen hinzu, so kann diese Xylo-
phonpassage als Anwendung des Diagramms 0, 1, 1,2, 3,5, 8,5, 3, 2, 1,
1, 0 betrachtet werden:

idagio, es 66

Timpani BiFE———F

Xylophon ﬁ%f%é =

o
mf
z

Abb. 13: B. Bartok: Beginn des 3. Satzes der Musik fiir Saiteninstrumente, Schlagzeug
und Celesta.

Es lieBen sich hier viele weitere Beispiele anfihren. So verwendet etwa G.
Ligeti im 4. Satz seines Klavierkonzertes die ,Kochkurve® als relationales
Gestaltungselement.

5. Diagrammatik

Im Zusammenhang mit Kenntniserwerb bzw. ProblemIdsung ist in der Mathe-
matik die experimentelle Nutzung der Diagramme und damit eine bestimm-
te Art des Denkens, welche nach Peirce als ,diagrammatisches Denken®,
x<diagrammatisches SchlieBen® oder ,diagrammatisches Begriinden® bezeich-
net werden kann, von besonderer Bedeutung. Zum Begriff ,diagrammati-
sches SchlieBen” schreibt Peirce (1976, Bd. IV: 47f.):

By diagrammatic reasoning, | mean reasoning which constructs a diagram accor-
ding to a precept expressed in general terms, performs experiments upon this dia-
gram, notes their results, assures itself that similar experiments performed upon any
diagram constructed according to the same precept would have the same results,
and expresses this in general terms. This was a discovery of no little importance,
showing, as it does, that all knowledge without exception comes from observation.

Nach der Peirce’schen Sicht kdnnen also mithilfe von Experimenten, Mani-
pulationen, Beobachtungen sowie der Notation und Verifizierung von Resul-
taten Kenntnisse gewonnen und verifiziert werden. Kenntnisse sind nach
der im vorliegenden Aufsatz vertretenen Sichtweise v.a. solche tber mathe-
matische Diagramme. Sie kdnnen an diesen Regularitaten und Irregulari-
taten sichtbar machen, zu verbesserter operativer Handhabbarkeit oder
Zeichendkonomie fuhren und Problemlésungen ermdéglichen (vgl. Brunner
2009b). Die epistemologische Nutzung der Diagramme kann h&ufig auch
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als kreativer Blickpunktwechsel interpretiert werden (Hoffmann 2005; Brun-
ner 2020). Mithilfe des diagrammatischen SchlieBens kénnen auch Sach-
verhalte verallgemeinert und verifiziert werden (vgl. Hoffmann 2005: 220).
Einfache Beispiele: Versucht man etwa die natirlichen Zahlen von 1 bis
100 zusammenzuzahlen, so wird durch geschickte Manipulationen mit den
Inskriptionen wie 1 +2 + 3 +... + 99 + 100 = (1+99) + (2+98) + ... + (49+51)
+ 50+ 100 = 50 - 100 + 50 der Ubergang von Additionen zu Multiplikatio-
nen ermdglicht. Der operative Vorteil von ,50 - 100 + 50“ ist gegentiber
»((1+2)+3)+4)+...“ unibersehbar. Durch weitere derartige Manipulationen
und Experimente mit verschiedenen n € N sowie entsprechenden diagram-
matischen Begriindungen (Induktionsbeweisen) kann etwa die Formel 1
+2+ 3+ ...+ (n—1) + n=(n(n+1))/2 gefunden und ihre Richtigkeit nach-
gewiesen werden. Derartige geschickte Manipulationen sind im Normal-
fall das Ergebnis von Vertrautheit mit den entsprechenden Diagrammen
und Ausdruck entsprechender Kreativitat. Analog kann man etwa mithilfe
eines einfachen geometrischen Experiments leicht erkennen, dass der
Umfang der Figur von Abb. 14 von y unabhéngig ist. Es gilt: ,u = 2x + 2z".

y

Abb. 14: Die kreative Veranderung der Linien (gestrichelte Linien) fihrt im Zusammen-
hang mit dem Umfang zur Kenntnis: u = 2x+2z.

Was kann nun aber diagrammatisches Denken in der Musik bedeuten?
Hier ein Beispiel: Beim nachfolgend angefuhrten Anfang der C-Dur Inven-
tion konstruiert Bach zun&chst ein Thema, diagrammatisch formuliert kon-
struiert er ein Diagramm:

% SEEITs
GRS SSEEEEET ;

Dieses Diagramm kann in zwei Teile gegliedert werden:

0 . 0

Teil 1:

|
T

Abb. 15: Das Thema der C-Dur Invention von Bach kann als Diagramm betrachtet
werden.
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Abb. 16: Anfang der C-Dur Invention von J. S. Bach.

Das Thema bzw. die in Abb. 15 angefiihrten Thementeile werden nun dia-
grammatisch verarbeitet. Aus dem Thema (Diagramm) leitet Bach andere
Diagramme (Derivate) nach Regeln ab. Hier die wesentlichen Derivate:
Sequenz des Themas (Thema von g* aus, 2. Takt — Oberstimme); Imitation
des Themenkopfes (1. Takt — Unterstimme und 2. Takt — Unterstimme);
Umkehrungen des Themenkopfes in Sequenzen hintereinander gehéngt
(Oberstimme, 2. Zeile); VergrdéBerungen der ersten vier Téne von Motiv 1
(Vergr. Anfg. M1) in Sequenzen aneinandergehéngt (Unterstimme, 2. Zeile).

Bach macht bei den angefuhrten Derivaten tonale Konzessionen. Er an-
dert Intervalle ab. Diese Anderungen sind v.a. durch das geltende Dia-
grammsystem und damit den Kompositionsstil bestimmt (vgl. Abschnitt 2.1).
Es ist hier der Kontrapunkt. Beim Kontrapunkt ist genau geregelt, welche
Schritte im zweistimmigen Satz die beiden Stimmen zueinander vollfihren
darfen. Die angefuhrte Form der Diagrammatik betrifft in der Musik v.a. die
Parameter Tonhéhe und Rhythmus.

Welche Gemeinsamkeiten bzw. Unterschiede zwischen Mathematik und
Musik sind nun im Hinblick auf Diagrammatik zu erkennen? Sowohl in der
Mathematik als auch in der Musik konstruiert man Diagramme und leitet
nach Regeln andere Diagramme (Derivate) aus den ,urspringlichen” Dia-
grammen ab. In beiden Bereichen ist daher die Korrespondenz zwischen
den konstruierten und den abgeleiteten Diagrammen von groBer Bedeu-
tung. Die Korrespondenz hat aber unterschiedliche Bedeutung. Sie dient
in der Mathematik der Kenntnisentwicklung und der Problemlésung, in der
Musik dient sie v.a. der Herstellung von inneren Bezugen. Diese inneren
Bezuge konnen in der Musik etwa im Sinne der Rhetorik oder wie es Har-
noncourt formuliert ,der Klangrede® interpretiert werden (vgl. etwa Harnon-
court 1982, 1994). Sowohl in der Mathematik als auch der Musik gibt es
verschiedenste Formen der Korrespondenz. Eine Form ist jene der relati-
onalen Gleichheit. In der Musik kann sich diese Form der Korrespondenz
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auf verschiedenste Parameter beziehen. Beispiele waren hier Transpositi-
onen, isorhythmische Passagen, harmonische Schemata usw. Es handelt
sich hier jeweils um gleiche Typen im Sinne des ,token-type-Konzepts* von
Peirce (vgl. Brunner 2013). In der Mathematik gibt es neben dieser Form
des Typs auch Formen der Gleichheit, welche Uber das ,token-type-Kon-
zept® hinausgehen. Viele Diagramme, die in der Mathematik zumindest in
einer gewissen Hinsicht als gleich empfunden werden kénnen, stammen
aus verschiedenen Zeichensystemen. Einfaches Beispiel: Vektoraddition
geometrisch und algebraisch. Es lieBen sich hier viele weitere Beispiele
anfuhren. Stellvertretend sei etwa auf die Komplexen Zahlen verwiesen.
Hier stehen Diagramme aus unterschiedlichen Zeichensystemen wie ,a+bi",
Polarkoordinaten, Gauf3'sche Zahlenebene, Matrizenrechnung, Riemann’sche
Zahlenkugel zur Verfagung. In der Musik gibt es Gleichheit nur im selben
Zeichensystem, also inskriptional oder akustisch. In beiden Bereichen gibt
es neben der Gleichheit auch andere Formen der Korrespondenz zwi-
schen Diagrammen: In der Musik Formen wie die oben angefihrten: Umkeh-
rung, Spiegel, Krebs, Sequenz usw., in der Mathematik etwa alle Arten
von Transformationen oder Operationen, Ableitung, Integration usw. Immer
wenn ein Diagramm nach Regeln verandert wird, entsteht eine Form der
Korrespondenz.

Es ergeben sich viele Gemeinsamkeiten von Mathematik und Musik,
wenn man die diagrammatischen Tatigkeiten miteinander vergleicht. Sowohl
bei diagrammatischen Arbeiten in der Mathematik (etwa bei der Herleitung
eines Beweises) als auch beim diagrammatischen Arbeiten in der Musik
(etwa beim Komponieren) schreibt, denkt, beobachtet, vergleicht oder ver-
wirft man. Man schreibt vieles neu, man erstellt und verédndert Skizzen usw.
Dérfler (2006) sieht hier mathematisches Tun im Sinne von Aristoteles als
»1echne®, als reflektiertes Handwerk (Schreibwerk) des produktiv-kreativ-
imaginativen Arbeitens mit Diagrammen. Rotman (2000) charakterisiert
dieses Zusammenwirken von Schreiben und Denken fur die Mathematik
mit seinem ,Scribbling and thinking“. Diagrammatische Tatigkeiten kénnen
aber auch in der Musik, zumindest was das Komponieren oder das Arran-
gieren von Werken betrifft, als reflektiertes Handwerk im beschriebenen
Sinn gesehen werden, wobei Héren in Interaktion mit Schreiben im Nor-
malfall einbezogen sein wird. In der Musik erfordert auch das Zuordnen der
Ausdrucksbedeutung (Interpretieren) ein hohes MafB an Kreativitat und
handwerklichem Geschick. Auch hier probiert, verwirft, fixiert man usw. Ob
und inwieweit Interpretation als diagrammatisch gesehen werden kann,
muss an anderer Stelle erlautert werden.

6. Resiimee
Der Vergleich von Diagrammatik und Zeichentéatigkeiten in Mathematik und

Musik zeigte Ahnlichkeiten, aber auch groBe Unterschiede. Die haufig
behauptete Verwandtschaft von Mathematik und Musik kann damit einer-
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seits bestéatigt, andererseits aber auch bezweifelt werden. Es zeigt sich,
dass viele Aspekte des diagrammatischen Denkens, welche Peirce und
andere (etwa Hoffmann) v.a.im Hinblick auf Mathematik aufgeworfen haben,
auch im Zusammenhang mit Tatigkeiten der Musik wie etwa Komponieren
gelten. Exemplarisch kann hier Bedeutungsbildung durch Korrespondenz
angefuhrt werden. Die Ausrichtung der Musik ist aber eine géanzlich ande-
re als jene der Mathematik. Aspekte wie Kenntniserwerb, Problemlésung
oder Verifizierung spielen bei ihr keine Rolle. Es geht bei ihr um Gesichts-
punkte wie die Auffihrung von Werken fur ein Publikum oder die Zuord-
nung von Ausdrucksbedeutung durch Interpret/innen. Im Hinblick auf Lebens-
welt und Deskription ergeben sich ebenfalls unterschiedliche Ausrichtun-
gen.

Anmerkungen

1 Inwieweit der Vortrag eines Beweises oder generell eine Vorlesung als eine Art
von Auffihrung betrachtet werden kann, wére noch eigens zu klaren.

2 Vgl. Wikipedia-Artikel ,Affektenlehre”. https://de.wikipedia.org/wiki/Affektenlehre,
zuletzt aufgerufen am 09.03.2020.
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